ÎN  LEGĂTURĂ  CU   O  PROBLEMĂ   DATĂ  LA  OIM  AUSTRALIA    1988
      PROFESOR  COTEA  MARIANA  EUGENIA
Olimpiada  Internationala  de Matematica  reunește  în   fiecare  an  elevi  din  toată  lumea  cu  aptitudini  deosebite   pentru   matematică.Dificultatea   competiției   este  data  de  problemele  extrem  de  interesante,cu  aparențe  de  simplitate   dar  care  presupun   nu  atât  cunoștințe   matematice   de  un  înalt  nivel  cât  idei  originale  de  rezolvare  și  raționamente  complexe.
De  altfel  frumusețea  matematicii    constă  în  arta  de  a  face  raționamente  și  de-a  lungul   anilor  astfel    de  competiții  au  scos  în  față  elevi   cu  real   talent   la  matematică.A  rezolva  probleme   dificile  cu  limite  de  timp  nu  este  la  îndemana   oricui.Ca  orice  pasionat  de  matematică  m-am  lăsat  prinsă    de  vraja  unor  probleme  a căror   rezolvare  a venit  însă  în  timp,după  încercări   eșuate  până  când  în  final  am  putut  exclama:Am  reușit!.Presiunea   exercitată  de   limitele  de  timp    poate  bloca   creativitatea,de  aici  admirația  mea  pentru  toți  cei  care   reușesc  să  rezolve  într-un   timp  dat  sarcini  complexe.
De  curând   am  văzut   postarea   făcută  de  echipa   olimpienilor,Pentagonia  Cluj  în  legătură  cu  problema  6  propusă  de  Germania  în  ziua  a  doua  a  OIM-Australia  1988 ,problemă  care  a  suscitat   [image: image2.png]interesul si domnului Simon Pampena mentionat in aceasti postare. Postarea face trimitere



    la  un  filmuleț  în  care  domnul  Simon  Pampena  prezintă   o  rezolvare   a  acestei   probleme  într-o  manieră  interesantă  dar  puțin  diferită  de  modul  în  care  eu  obișnuiesc  să  abordez  o  problemă.
În  cele  ce  urmează   voi   expune   enunțul   problemei       dar   și  un  enunț   îmbunătățit  pe  care  îl  voi   demonstra..
PROBLEMA1:  Fie  numerele    naturale   a  și  b pentru  care  ab+1│a²+b².Arătați   că  [image: image4.png]a®+b*
—




este  pătratul  unui  număr  întreg
Propun   următorul  enunț  îmbunătățit
PROBLEMA2:Fiind  dat  un  număr  natural  n  ecuația  [image: image6.png]a®+b’
—




=n,(a,b)ꞒNXN  are  soluții  dacă  și  numai   dacă   n este   pătrat  perfect.
În  cele  ce  urmează  voi  demonstra  problema  2.
Demonstrația   propusă  de  mine  vizează  parcurgerea   a  două  etape..
*În   prima etapă   voi   demonstra   că  pentru  orice  număr  natural   pătrat   perfect  n   există   soluții   ale  ecuației  [image: image8.png]a®+b*
—




=n,(a,b)ꞒNXN.Mai  mult  voi  genera  toate  soluțiile  pentru  un număr  natural  pătrat  perfect  n.Acest  lucru  nu  este  esențial  pentru  problema  dată  deoarece  a  arăta  că  o  ecuație  are  soluții  înseamnă    să  găsești  cel  puțin  una,dar  oferă  o imagine  completă  asupra  ecuației.
*În  a doua  etapă   voi  demonstra  următoarea  afirmație:Pentru   orice   număr  natural  n  care  nu  este  pătrat   perfect  ecuația  [image: image10.png]a®+b*
—




=n,(a,b)ꞒNXN  nu  are  soluți.
La  baza  demonstrării   celor  două  afirmații   se  află  un  rezultat  teoretic  elementar   și  anume  ,,formulele   de  rezolvare  a  ecuației   de  gradul  al  doilea,,.Ecuația  [image: image12.png]a®+b*
—




=n  este  echivalentă  cu  ecuaîia  a²-nba+b²-n=0   care  pentru  b fixat   și  a  variabil  devine  o  ecuație  de  gradul  al  doilea  în  a  cu  soluțiile  a₁=[image: image14.png]bn—Va




  și  a₂=[image: image16.png]bn+Va




  unde  [image: image18.png]


=n²b²-4(b²-n),cu   [image: image20.png]


0  pentru  orice  n[image: image22.png]


.1
**  Vom  analiza  situația  când  n este  pătrat  perfect:
__-când  n=0  avem  a²+b²=0[image: image24.png]


(a,b)=(0,0)
Când  n[image: image26.png]


0,n=k²,fixăm  b=k.Obținem  [image: image28.png]


=k6   și  a1=0,a2=k3  prin  urmare   cuplurile  (0,k),(k3,k)  sunt  soluții  și  evident  (k,0),(k,k3)
Fixăm  în  continuare   b=k3.Obținem   [image: image30.png]


=(k5-2k)2   și  a1=k,a2=k5-k  .Pentru  n=1  avem  k=1  și   singurele soluții  sunt(0,1),(1,1),(1,0).Pentru  n[image: image32.png]


2,șirul  soluțiilor  se continua  cu  cuplurile  (k5-k,k3),(k3,k5-k)
Fixăm  apoi  b=k5-k.Obținem  [image: image34.png]


=(k7-3k3)2  și a1=k3  ,a2=k7-2k3  deci  următoarele soluții  din  șirul   soluțiilor  vor  fi  cuplurile  (k7-2k3,k5-k),(k5-k,k7-2k3).
Obținem  că  pentru  n[image: image36.png]


2,n=k2  ecuația  [image: image38.png]a®+b’
—




=k2,,(a,b)ꞒNXN  (*)  are   o  infinitate  de  soluții  pe  care   le  generăm  în  felul  următor:
---t1=(c2,c1)=(k,0)
---t2=(c1,c2)=(0,k)
---t3=(c3,c2)=(k³,k)
---t4=(c2,c3)=(k,k³)
---t5=(c4,c3)=(k⁵-k,k3)
---t6=(c3,c4)=(k3,k5-k)
---t7=(c5,c4)=(k7-2k3,k5-k)
Se  observă  că c1[image: image40.png]


c2˂c3˂c4˂c5      În  general  pentru  orice  m[image: image42.png]


1   definim  t2m=(cm,cm+1)  unde   componentele  se  obțin  din  soluția  precedentă    prin  schimbarea  locului  iar  t2m+1=(cm+2,cm+1)  unde   pentru  a  obține  pe  cm+2  se  fixează  b=cm+1   și  se  rezolvă  ecuația   (*) cu  soluțiile  cm  și  cm+2,cm[image: image44.png]


cm+2.Se  poate  arăta  prin  inducție  matematică   că  șirul  astfel  definit  este  un  șir  de  soluții  pentru   ecuația   (*) 
Vom  arăta  în  continuare  că  pentru  oricare  n=k2  ,fixat,singurele  soluții   sunt  cele  generate  anterior  în  cadrul  șirului  (tn).Presupunem  prin   reducere  la  absurd  că  există  k˃1  astfel  încât  ecuația  (*)  are   soluții  care  nu  apar  în  șir.Fie  (a0,b0)  o  soluție   de  acest  tip  aleasă  astfel  încăt  a0˂b0 și  a0    cea  mai mica  componentă  a  unei  astfel  de  soluții.Rezolvănd  ecuația  pentru   a=a0(fixat)  obținem:
b₁=[image: image46.png]


  și  b₂=[image: image48.png]an+3




    unde  [image: image50.png]


=(na)2-4(a2-n)
*Dacă  a2˃n   atunci  an˃[image: image52.png]VA



  deci  b1˃0  iar  b2=b0.Pe  de  altă  parte  se  poate  arăta  că  b1˂a   deoarece:b₁˂a[image: image54.png]san—yVA<2ae= (an—2a) < A= an—-2a+n>0=ain—-2)+n>0



,
ceea  ce  este  adevărat  pentru  orice n˃1.Pentru  ecuația  data  (a0,,b1) este  soluție    și  acest        lucru      
implică și  (b1,a0) soluție.Cum  b1˂a0  obținem   că  există  o  soluție  cu   prima  componentă  mai mica   decât  a0  în  contradicție  cu alegerea  făcută   pentru   a0.
*Dacă  a2˂n   atunci  an[image: image56.png]


   deci b1˂0,  și  b2=b0   prin  urmare  (a0,b1) este  soluție    a  ecuației  (*) .Cum   a2+b2˃0   și   ab+1˂0   pentru  a=a0   și  b=b1,a0˃0  și  b1˂0 (am  presupus ab+1[image: image58.png]


   0)  obținem  [image: image60.png]a®+b’
—




˂0  în  contradicție  cu  faptul  că  (a0,b1) este  soluție  a  ecuției (*)
Obținerea  unei  contradicții  în  ambele  cazuri  înseamnă  că  presupunerea  făcută  este   falsă   deci  singurele  soluții  sunt  cele   generate  în  cadrul   șirului   (tn).
**Pentru  a  demonstra  afirmația  vizată în  etapa  a  doua  vom  raționa  prin  reducere    la  absurd  în  mod   asemănător  cu demonstrația   unicității  sirului  de  soluții  pentru  n  pătrat   perfect.
   Vom  presupune  prin  reducere  la  absurd  că  există   un  număr  natural  n  care  nu  este     pătrat  perfect   pentru  care ecuația  (*)  are  soluții.Fie  (a0,b0)   soluția  cu  a0˂b0, a0 cea  mai  mica  componentă  a  unei  astfel  de  soluții.Ca  și  mai  sus  fixăm  a=a0  și  deoarece n nu  este  pătrat  perfect  avem  de  analizat  două  situații:a2˃n  și  a2˂n(a[image: image62.png]


0).Raționamentul  fiind  identic  cu  cel  de  mai  sus  concluzionăm că  nu  există  soluții  pentru  orice  număr  n  care  nu  este  pătrat  perfect.
OBSERVAȚIE
Problema  1 cea  propusă  la  OIM  1988 este  echivalentă  cu  afirmația  vizată  în etapa  a  doua  mai  precis:
(ab+1│a2+b2[image: image64.png]at4d?
—




 este  un  număr  natural  pătrat  perfect  n)[image: image66.png]


(n  nu    este  pătrat   perfect[image: image68.png]


ecuația  [image: image70.png]a®+b’
—




=n,(a,b)Ꞓ  NXN nu  are  soluții).Prin  urmare   rezolvarea  acestei  probleme  nu  presupunea  generarea  soluțiilor  pentru  n  pătrat  perfect  sau  precizarea  unor  soluții  pentru n  pătrat  perfect
Cu  toate  acestea  toți  rezlvitorii  pasionați  de  matematică    și-au  pus  în  mod   sigur  întrbările:Ecuația (*).  are  soluții  pentru  orice  număr  natural  pătrat  perfect  n?Căte  sunt?Cum   le  putem  genera?Rezolvănd  problema  2  am  răspuns  și  acestor  întrebări  firești.
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