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CLASA a XII-a – solut, ii

Problema 1. Fie f :
[
−π

2 ,
π
2

]
−→ R o funct, ie de două ori derivabilă cu proprietatea că

(f ′′(x)− f(x)) · tg(x) + 2 · f ′(x) ≥ 1 , pentru orice x ∈
(
−π

2
,
π

2

)
.

Arătat, i că ∫ π
2

−π
2

f(x) · sin(x) dx ≥ π − 2 .
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Solut,ie. Deoarece cos(x) > 0 pentru orice x ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
, inegalitatea din ipoteză se transcrie

echivalent

(f ′′(x)− f(x)) · sin(x) + 2 · f ′(x) · cos(x) ≥ cos(x) , pentru orice x ∈
(
−π

2
,
π

2

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
sau, g′′(x) ≥ 0,∀x ∈

(
−π

2 ,
π
2

)
, unde g :

[
−π

2 ,
π
2

]
−→ R este funct, ia definită prin

g(x) = f(x) · sin(x) + cos(x), ∀x ∈
[
−π

2 ,
π
2

]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Prin urmare, funct, ia g este convexă, astfel că

g(x) + g(−x)

2
≥ g(0) = 1 , pentru orice x ∈

[
−π

2
,
π

2

]
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Deoarece

∫ a
−a h(x) dx =

∫ a
−a h(−x) dx are loc pentru orice funct, ie integrabilă s, i orice a ≥ 0, avem∫ π

2

−π
2

g(x) dx =

∫ π
2

−π
2

g(x) + g(−x)

2
dx ≥

∫ π
2

−π
2

1 dx = π

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p
Dar atunci ∫ π

2

−π
2

f(x) · sin(x) dx =

∫ π
2

−π
2

(g(x)− cos(x)) dx ≥ π − 2 . □

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Problema 2. Fie (G, ·) un grup cu elementul neutru e, iar H s, i K două subgrupuri proprii ale
lui G, cu proprietatea că H ∩K = {e} s, i că (G \ (H ∪K)) ∪ {e} este parte stabilă ı̂n raport cu
operat, ia din G. Arătat, i că x2 = e pentru orice x ∈ G.

Solut,ie. Fie L = (G \ (H ∪ K)) ∪ {e}. Deoarece x ∈ H ∪ K ⇐⇒ x−1 ∈ H ∪ K, rezultă că
x ∈ L ⇐⇒ x−1 ∈ L, astfel că L este un subgrup propriu al lui G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
În plus, L ∩H = L ∩K = H ∩K = {e}, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
G = H ∪K ∪L s, i rezultă că pentru orice permutare {A,B,C} = {H,K,L}, dacă a ∈ A \ {e} s, i
b ∈ B \ {e}, atunci ab ∈ C \ {e}. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p



Atunci, ı̂n aceleas, i condit, ii ca mai sus, a2b = a(ab) ∈ B \ {e}, astfel că a2 ∈ A ∩B = {e}. . .1p
Prin urmare, x2 = e pentru orice x ∈ G \ {e}. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Cum e2 = e, rezultă că x2 = e pentru orice x ∈ G. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Problema 3. Fie f : [0, 1] −→ R o funct, ie continuă.
a) Arătat, i că

lim
n→∞

∫ 1

0
f(xn) dx = f(0) .

b) Dacă f(0) = 0 s, i f este derivabilă la dreapta ı̂n 0, arătat, i că limitele

lim
ε→0

∫ 1

ε

f(x)

x
dx s, i lim

n→∞

(
n ·

∫ 1

0
f(xn) dx

)
există, sunt finite s, i egale.

Solut,ie. a) Din continuitatea funct, iei f rezultă că f este mărginită, cu Im(f) ⊆ [−M,M ], unde
M > 1, pentru orice ε > 0 există δ > 0, astfel ı̂ncât |f(x)− f(0)| < ε

2 , ∀x ∈ [0, δ], s, i pentru orice
x ∈ [0, 1− ε

4M ] există n0 ∈ N∗ astfel ı̂ncât xn ∈ [0, δ],∀n ≥ n0. Atunci∣∣∣∣∫ 1

0
f(xn) dx− f(0)

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0
|f(xn)− f(0)| dx =

=

∫ 1− ε
4M

0
|f(xn)− f(0)| dx+

∫ 1

1− ε
4M

|f(xn)− f(0)| dx <
ε

2

(
1− ε

4M

)
+

ε

4M
· 2M < ε ,

pentru orice n ≥ n0. Rezultă că

lim
n→∞

∫ 1

0
f(xn) dx = f(0) .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p
b) Deoarece f este derivabilă ı̂n 0, funct, ia g : [0, 1] −→ R definită prin

g(x) =

{
f(x)
x , dacă x > 0,

f ′(0) , dacă x = 0,

este continuă. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Fie G o primitivă a sa. Atunci∫ 1

ε

f(x)

x
dx =

∫ 1

ε
g(x) dx = G(1)−G(ε),

s, i

lim
ε→0

∫ 1

ε

f(x)

x
dx = G(1)−G(0).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p
De asemenea,

n ·
∫ 1

0
f(xn) dx = n ·

∫ 1

0
xng(xn) dx =

∫ 1

0
x · (nxn−1)g(xn) dx =

2



= x ·G(xn)
∣∣∣1
0
−

∫ 1

0
G(xn) dx = G(1)−

∫ 1

0
G(xn) dx.

Conform punctului a) rezultă atunci că

lim
n→∞

(
n ·

∫ 1

0
f(xn) dx

)
= G(1)−G(0),

s, i afirmat, ia din enunt, este demonstrată. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Problema 4. Pe mult, imea A = [0,∞) a numerelor reale nenegative se consideră trei funct, ii
f, g, h : A −→ A s, i operat, ia binară ∗ : A×A −→ A, definită prin

x ∗ y = f(x) + g(y) + h(x) · |x− y| , pentru orice x, y ≥ 0.

Dacă (A, ∗) este un monoid comutativ,
a) arătat, i că funct, ia h este continuă pe A;
b) determinat, i funct, iile f, g, h.

Solut,ie. a) Fie e elementul neutru al monoidului (A, ∗). Atunci

f(0) + g(e) + h(0) · e = 0 ∗ e = 0 s, i f(e) + g(0) + h(e) · e = e ∗ 0 = 0 ,

astfel că f(e) = g(e) = f(0) = g(0) = h(e) · e = h(0) · e = 0, de unde e = e ∗ e = f(e)+ g(e) = 0.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Atunci 0 ∗ x = x s, i x ∗ 0 = x pentru orice x ≥ 0, de unde obt, inem că

f(0) + g(x) + h(0) · x = x , s, i f(x) + g(0) + h(x) · x = x,

astfel că f(x) = x(1 − h(x)) s, i g(x) = x(1 − h(0)) pentru orice x ≥ 0. Cum f(x), g(x) ≥ 0,
rezultă că h(x) ∈ [0, 1], ∀x ≥ 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Avem atunci că

x ∗ y = x+ y − x · h(x)− y · h(0) + h(x) · |x− y| , ∀x, y ≥ 0.

Din comutativitatea operat, iei ” ∗ ” rezultă atunci că

xh(x)− yh(y) = h(0)(x− y) + (h(x)− h(y)) · |x− y| , ∀x, y ≥ 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Cum h este mărginită, rezultă că lim

x→y
xh(x) = yh(y) pentru orice y ≥ 0, astfel că funct, ia

p : A −→ A, p(x) = xh(x), este continuă. Dar atunci h este continuă pe (0,∞). . . . . . . . . . . . . 1p
De asemenea, pentru orice y > 0 avem că

lim
x→y

p(x)− p(y)

x− y
= h(0) ,

astfel că există a = h(0) s, i b ≥ 0 astfel ı̂ncât p(y) = ay + b = h(0)y + b, ∀y > 0. Atunci
b = lim

y→0
p(y) = p(0) = 0. Dar atunci yh(y) = p(y) = yh(0) pentru orice y > 0 s, i rezultă că

3



h(y) = h(0), ∀y > 0. Funct, ia h este deci constantă, deci continuă. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
b) Fie k = h(0). Atunci h(x) = k s, i f(x) = g(x) = x(1− k), pentru orice x ≥ 0, s, i
x ∗ y = (x + y)(1 − k) + k|x − y|, ∀x, y ≥ 0. Atunci (1 ∗ 1) ∗ 2 = 1 ∗ (1 ∗ 2) =⇒ k(4k − 2) = 0,
astfel că k ∈ {0, 12}. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Pentru k = 0 avem că f = g = idA s, i x ∗ y = x+ y, ∀x, y ≥ 0.

Pentru k = 1
2 avem că f(x) = g(x) = x

2 ,∀x ≥ 0 s, i x ∗ y = x+y
2 + |x−y|

2 = max(x, y), ∀x, y ≥ 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
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