PROBLEME - olimpiade si concursuri

Tn acest material este prezentata o serie de probleme interesante care vin in sprijinul
elevilor dornici de performanta la matematica, dar si in sprijinul profesorilor, acestea
constituind un mic suport in pregatirea elevilor in vederea olimpiadelor si concursurilor scolare

la matematica.

Problemele prezentate fac referire la continuturile legate de capitolul divizibilitatea
numerelor naturale (intregi) si la teorema Tmpartirii cu rest. Ele se adreseaza cu precadere
elevilor din clasele V-VI. Rezolvarile sunt complete si detaliate, putand astfel sa fie intelese cu

usurintd de catre elevi.
> 1. Teorema impartirii cu rest- probleme
Problema 1
Aflati restul impartirii numarului 10%°1* — 1 la 37,
Rezolvare

Observam cd 103 = 1000 = 37 - 27 + 1, deci 1000 = M3, + 1 (prin M3, am notat un

multiplu oarecare al lui 37).

Alta observatie interesantd este ¢ (p + 1) = M,, + 1 si in cazul nostru avem 102°1* =

102013 .10 = (10%)571 - 10 = (Mg, + 1)71 - 10 = (My, + 1) - 10
Deci 102°1* — 1 = M5, + 9 = restul impartirii lui 10%°1* — 1 la 37 este 9.
Problema 2.

Un numar natural impartit la 7 da restul 6 si impartit la 4 da restul 1. Care va fi restul

impartirii numarului la 287

Rezolvare



Fie n € N numarul. Vom avea: n:7 = ¢, rest 6 si n: 4 = ¢, rest 1. Conform teoremei
impartirii cu rest avem n = 7¢; + 6, respectivn = 4c, + 1. Scazand 13 din ambele egalitati

obtinem :
n—13=7¢c;—-7=>nM—-13):7
n—13=4¢, —12=>n—-13) : 4
Cum (4,7)=lavem (n —13) i 28 => n—13 = 28k = n =28k + 13
Deci restul impartirii lui n la 28 este 13.
Problema 3.

Un numar natural impartit la 15 da catul ¢, si restul 14, impartit la 18 da catul ¢, si
restul 2, iar impartit la 24 da catul c; si restul 14. Daca ¢; — ¢, + ¢3 = 12 determinati restul

impartirii numarului la 25.
Rezolvare
Fie n € N numarul

Din teorema Tmpartirii cu rest aplicata in cele 3 situatii obtinem ca:

n = 15¢; + 14
n =18c, + 2
n = 24c; + 14

Cum c.m.m.m.c al numerelor 15, 18, 24 este 360, inmultim corespunzator cele 3 egalitati

de mai sus astfel
n =15¢c; + 14 /24 = 24n = 360c; + 336 = 360c; = 24n—336 (1)
n=18c, + 2 /20 = 20n = 360c¢, + 40 = 360c, = 20n — 40 (2)

n =24c; + 14 /15> 15n = 360c; + 210 = 360c; = 15n — 210  (3)



(1)-(2)+(3) = 360(c; —c, + c3) =19n— 506 i tinand cont ca
c1—Cy+c3 =12 =>n =254

254:25 = 10 rest 4.

Problema 4.
Care este restul impartirii lui 101011 13 27 ?
Rezolvare

101911 =100....0=99....94+1=9-11.....1 + 1.
1011 de 0 1001 de 9 1011de 1

Numirul 11 .....1 are suma cifrelor de 1011:3 = 9-11....1 : 27 = 1011 = M, + 1,
1011 de 1 1011de1

deci restul mpartirii lui 101°1 |a 27 este 1.
Problema 5.
Aratati ca restul impartirii prin 16 a unui patrat perfect este tot un patrat perfect.
Rezolvare
Fie neN

Daca n este multiplu de 16 (M, ) = n?multiplu de 16 , atunci restul impdrtirii prin 16

va fi 0, deci patrat perfect.
Daci n este de forma 16k +r cur = 1,15 , atunci n? = (16 + r)? = My, + r?

Cum r = 1,15 vomavea r? = My, + 0,1,4 sau 9 ( se verifica usor prin calcul, spre

exempludacir =7=>1r2=49=48+1=M;;+1)

Deci n? = (16 + r)? = My, + 0,1,4 sau 9 iar restul impdrtirii prin 16 va fi un patrat

perfect.



Problema 6.

Aratati ca patratul oricarui numar natural este de forma M5, M3 + 1, M5, M5 + 1 sau

M + 4.
Rezolvare
Fie n € N un numar

Referitor la impartirea prin 3 a unui numar natural, acesta poate avea una din formele

3k+r cur=0,2
Dacin = 3k = n? = 9k? , adici e de forma M
Dacin =3k +1=n? = (3k +1)? = 9k? + 6k + 1, adici e de forma M3 + 1

Dacin=3k+2=>n?= 3k +2)? =9k?> + 12k + 4 =33k?*+ 4k + 1) + 1, adica
e de forma M5 + 1

Referitor la impartirea prin 5 a unui numar natural, acesta poate avea una din formele

5k+r cur=0,4
Dacin = 5k = n? = 25k? , adici e de forma M
Dacin = 5k + 1 = n? = (5k + 1)?2 = 25k? + 10k + 1, adicd e de forma M5 + 1

Dacin = 5k + 2 = n? = (5k + 2)? = 25k? + 20k + 4 = 5(5k? + 4k) + 4, adici e de
forma M + 4

Dacin = 5k + 3 = n? = (5k + 3)? = 25k? + 30k + 9 = 5(5k? + 6k + 1) + 4, adica
e de forma M + 4

Dacin = 5k + 4 = n? = (5k + 4)? = 25k? + 40k + 16 = 5(5k%? + 8k + 3) + 1,
adica e de forma M5 + 1



Problema 7.
Aflati restul impartirii prin 24 a numiarului A = 73" + 52", unde m,n € N.
Rezolvare

Dacim > 0 = 3™ numdr impar mai mare ca 1= 3™ =2k + 1,k e N= 73" =

7%kt =7.72k =7.49k = 7. (48+ 1)k =7 - Mg+ 1) =My, +7
52" = 24" = 24+ 1)" = My, +1

Deci A = 73" 4 52" = M, + 7 4+ M,, + 1 = M,, + 8 =restul impartirii lui A la 24

este 8.

Dacim = 0= 73" =7 si, cum 52" = 24" = (24 + 1)" = M,, + 1, atunci restul

impartirii lui A la 24 va fi tot 8.

Problema 8.

Aflati numerele naturale care impartite la 10 dau cétul c si restul r iar impartite la 4 dau

catul r si restul c.

Rezolvare.

Fie n € N unul din acele numere.
n:l0=crestr>n=10-c+r cur <10

nd=rrestc>n=4-r+ccuc<4,decil0-c+r=4-r+c|—-c= 9-c+r=4-

rl—c =9-c=3r=3r=c

eqe v, .

e r=9 c=3 =>n=39

e r=6,c=2 >n=26



e r=3, c=1>n=13

° r=0, c=0>=>n=0
Problema 9.

Aflati c.m.m.d.c. al numerelor naturale a si b stiind ca a + b = 86 si impartind pe a lab

obtinem catul 4 si restul r .
Rezolvare

a:b=4restr, r <b = a =4b + r siinlocuind in cealalta relatie obtinem 5b + r =

86
a=4b+rcur<b=4b+1r <5b
Deci,4b <a <5b|+b=>5b<a+b<6b si,cuma+b =86

{5b<86=>b£17

6b > 86 = b > 14 d€Ci b €{15,16,17}.

e Dacib=152>a=71 >2cm.m.d.c.=1
e Dacab=16=2>a=70 2c.m.m.d.c.= 2

e Dacaib=17=2a=69 =>2c.m.m.d.c.=1

Problema 10.

Un numar natural impartit la 8 da restul 5 si impartit la 9 da restul 7. Aflati care va

fi restul impartirii numarului la 72.
Rezolvare
Fie n € N numarul.

n:8=krest5=>n=8k+5

n:9=prest7:>n=9p+7} >8k+5=9+7=



8k—7=9p—-5|—-49=>8k—-56=9p—-54 =8(k—-7)=9(9-5)
si,cum 8§19 suntprime intreele = 9k —7=>k—7=9t,t EN=>k=9t+7

decin =8k +5=8(9t+7)+5 =72t + 61 si, cum 61<72, putem afirma ca restul

impartirii lui n la 72 este 61.

Problema 11.
Aflati restul impartirii numdrului n = 12013 4 22013 4 32013 4 ... 4120132013 |35,
Rezolvare
Vom nota cu U(m) ultima cifrd a numarului m.
Avem U(12°13) = 1; U(22°13) =2; U(3%913) =3; U(42013) =4
U(52013) = 5 U62°13) = 6;  U(72013) =7 : U(82013) = 8
U(92913) = 9; U(102%°13) = 0, deci ultima cifrd a sumei primilor 10 termeni este 5.

Putem afirma fard dubii ca U(12°13) = U(112°13); U(22°13) = U(122°13) si asa mai
departe. Grupand céte 10 termenii care apar in n vom obtine 201 grupe de 10 numere a caror
ultima cifrd a propriei lor sume este 5. Deci, adunand primii 2010 termeni vom obtine ultima

cifra 5

De asemenea U(20112°13) = 1; 0U(2012%°13) =2; U(2013%°13) = 35i, in
concluzie, insumand ultimele cifre vom obtine U(n) = 1. Daca ultima cifrd a lui n este 1,

atunci este evident ca restul impartirii la 5 a numarului n va fi 1.



> 2. Divizibilitate - probleme
Poblema 12.
Daca x,y € Z astfelincat x : 2, y:3si(x+y)i6rezultacax:3siy:2?
Rezolvare
x:2=>x=2k, k€EZ
y:3=>y=3p, p€EL
(x+y)=2k+3p:6=>2k+3p:2si3
Din2k+3p:i2=3pi2=>pi2=>y=3p:2
Din2k+3pi3=>2ki3=>ki3=>x=2k:3

Deci raspunsul este DA.

Problema 13.

Aflati numerele natural prime a, b astfel incat sa fie indeplinite simultan conditiile:
i) (a,b) - [a,b] = 2P -39-5", p < g < r naturale nenule

i)  a-bare 60 de divizori intregi

Rezolvare

a, bprime = (a,b) = 1,cum (a,b) - [a,b] = a- b = numarul 2P - 39 - 57 are 60 de

divizori intregi, adicd 30 de divizori naturali.

Atunci (p+1)-(q+1)-(r+1)=30sicum30=2-3-5sip<q<r=>p+1=
2, q+1=3, r+1=5=p=1,q=2,r=4

Decia-b =21-3%-5%



Cum (a,b) =1=> a=2sib=3%2-5% siinvers
a=3%sib=2'-5% siinvers
a=>5%sib=2'-32 siinvers

In concluzie, avem 6 solutii.
Problema 14.

S se arate cd nu exista niciun numdr natural n pentru care expresia n* + n3 +

n? 4+ n + 1 este divizibila cu 7
Rezolvare
Fie n € N, n poate avea una din formele 7k + r, cur = 0,6 (relative la impartirea cu 7)

Daci=7k=>n*n3n% :7 =>5n*+n3 +n? +n+ 1 =M, + 1, adici expresia nu este

divizibild cu 7. (am notat cu M- un multiplu al lui 7)

Dacin=7k+1=>n*=M,+1,n3 =M, +1,n>=M,+1 >n*+n3+n* +n+

1=M + 5, deci expresia nu este divizibila cu 7.

Dacin=7k+2=>n*=M,+2,n3 =M, +1,n> =M, +4 =>n*+n3+n® +n+

1=M, + 3 ,asa ca expresia nu este divizibila cu 7.

Analog pentru celelate cazuri. In aceasta problema am folosit proprietatea: (a + b)™ =

M, + b".
Problema 15.
Suma a 11 numere naturale distincte este 70 . Aratati ca produsul lor este divizibil cu 420.
Rezolvare

In primul rand observim cd 420 =3-4-5-7

In mod evident, daca un numar este 0, atunci produsul va fi 0, deci divizibil cu 420.



Astfel putem presupune ca numerele sunt nenule . Vom demonstra ca cel putin un numar
din cele 11 este divizibil cu 3. Presupun prin reducere la absurd ca niciunul din cele 11 numere
nu este multiplu de 3. Avem 1+2+4+5+7+8+10+11+13+14+16=91 >70 contradictie, deci cel

putin un numar este divizibil cu 3, rezulta produsul divizibil cu 3.

Vom demonstra ca cel putin un numar din cele 11 este divizibil cu 4. Presupun prin
reducere la absurd ca niciunul din cele 11 numere nu este multiplu de 4. Avem
1+2+3+5+6+7+9+10+11+13+14=81 >70 contradictie, deci cel putin un numar este divizibil cu

4, rezulta produsul divizibil cu 4.

In mod analog se demonstreaza ca cel putin un numar din cele 11 este divizibil cu 5 si cel

putin unul cu 7, rezulta produsul divizibil cu 5 si 7.
Cum 3,4,5,7 prime intre ele, atunci produsul celor 11 numere va fi divizibil cu 420.
Problema 16.
Demonstrati ci numdrul N = 19972013 — 19992012 _ 1 : 3
Rezolvare
Plecam de la faptul ca 1998 : 3 si ne folosim de proprietatea (a + 1) = M, + 1.
19972013 = (1998 — 1)2013 = M g9 — 1 = M3 — 1
19992012 = (1998 + 1)2912 = M g9g + 1 = M3 + 1

Deci N = 19972013 — 19992012 _ 1 = (M, — 1) — (M + 1) — 1 = M — 3 adicd M,

atunci numarul N este divizibil cu 3.

Problema 17.

Daca suma patratelor a 2 numere intregi este divizibila cu 11, atunci aratati ca si suma

numerelor va fi divizibila cu 11.



Rezolvare

Fie n € N. Referitor la impartirea prin 11, el poate fi de forman = 11k +r,cur =
0,10=>TL2 =M11 -I-T'Z

Avem succesiv cazurile:

02 =0 = M,,
12=1=M,+1
22=4=M;; +4
32=9= My, +9
42 =16 =M1 +5
52 = 25 = M, + 3
62 = 36 = My, +3
72 = 49 = My, + 5
82 = 64 = M, +9
92 =81 =M, +4

102 = 100 = M, + 1
Deci, putem spune cd n? = My, +t, unde t € {0,1,3,4,5,9}.

Tinand cont ¢ n? + m? i 11, va rezulta cd n? si m? vor fi divizibile cu 11, pentu ca
oricum am aduna doua resturi t € {0,1,3,4,5,9} nu obtinem 11. Deci m si n vor fi divizibile cu

11, adica suma lor va fi divizibila cu 11.



Problema 18

Aflati numerele naturale a si b daca a + b = 667 si [a,b] = 120 - (a, b), unde [a, b]

reprezintd c.m.m.m.c iar (a, b) reprezintd c.m.m.d.c al celor doua numere.

Rezolvare

Din proprietatea (a, b) - [a,b] = a-b = [a,b] = (le)-

Fied = (a,b) > dla >a=k-d, k€N

dlb >b=p-d, peEN cu(k,p)=1

(Z";)=120-(a,b)=>p"zd2=120-d >p-k-d=120-d =p-k =120

k-d+p-d=667 =>d-(k+p)=667=23-29.Avem cazurile:

1)d=23 k+p=29 si,cump -k =120, varezulta dupa calculecap =5 k = 24
,adicaa =552 b =115 siinvers.

2) d=29 k+p=23 si,cump-k =120, varezulta dupa calculecip =8 k =
15, adicaa =435 b =232 siinvers.

Problema 19

Fie x,y,z € N astfel incat 2x — 3y = 10z. Aratati cd numarul P = y(x + z2)(x + y) :
30.

Rezolvare

Vom pleca de la descompunerea in factori primi a lui 30 si anume 30 =2-3 -5
Vom arata pe rand ca P este divizibil cu 2, 3 s1 5.

2x —3y =10z, cum 2x :2si10z :2 varezultacasi 3y:2=>yi2=>P:2



2x =3y =10z |+ 2z =2 2x -3y +2z=12z =2(x+z)=12z+ 3y
cum 12z+3y i3 =2 2(x+z):3,adica(x+2z):3= P:3

2x =3y =10z |+ 5y => 224+ 2y =10z+5y =2 2(z+y)=10z+5y.Cum10z+ 5y :5
= 2(z+y):i:5adica(z+y):5 = P:5

In concluzie = P:2,3si5= P:30
Problema 20.

Determinati numerele naturale nenule a si b cu a<b pentru care avem 3 - [a, b] + 5 -
(a,b) = 123, unde [a, b] reprezintd c.m.m.m.c iar (a, b) reprezinta c.m.m.d.c al celor doua

numere.
Rezolvare

Fie [a,b] = msi (a,b) = d.

Avem (a,b) - [a,b] = a- b = [a, b] =“di

( b)_d:{dm >a=kd, ke€eN
&0} = dlb=>b=pd, peN, (kp)=1
Relatia 3 - [a, b] + 5 - (a, b) = 123 devine3-%+5d=123=>3-"”7‘12+5d=

123 = 3kpd + 5d = 123.
Cum 123 si 3kpd sunt divizibilecu3=5d:3 =d:3 =d =3t,undet € N.

Din 3kpd + 5d = 123 = 9kpt + 15t = 123 |13 = 3kpt + 5t =41 =>t(3kp +5) =

41 si cum 41 este numar prim vom avea cazurile:

1) t =41 3kp+5=1,ceeace este imposibil
2) t=1 3kp+5=41 .Dint=1=>d=3sidin3kp+5=41=kp =12. Cum
(k,p)=1si a<b =



o k=3 p=4adicia=9s1 b=12 sau
e k=1 p=12adicdia =3s1 b =36

Problema 21.

Fie m,n € N* astfel incat 5 |2™ 4+ 3™ . Aratatica 5 |2™ + 3™,
Rezolvare

Ultima cifra a lui 2™ este 2,4,8,6 si se repeta din 4 in patru.
Ultima cifra a lui 3™ este 3,9,7,1 si se repeta din 4 in patru.

Din faptul ca 5 |2™ + 3™ =ultima cifra a lui 2™ + 3™ este 0 sau 5. Pentru a obtine ultima

PRI

e n=4k+1sim=4p+1 =2UR") =2si UB™) =3 3+2=5. Inacestcaz
avem U(2™) =2si U(3") =3=UR™ +3") =5, adica 5 |2™ + 3™

e n=4k+2sim=4p = UR") =4si UB™) =1 4+1=5. Tn acest caz
avemU(2™) =6si U(3") =9=UR2™ +3") =5, adica 5 |2™ + 3™

e n=4k+3 sim=4p+3 = UQR") =8si U(3™) =7 8+ 7 =15.1nacest caz
avem U(2™) =8si U(3") =7=U2™ +3") =5, adica 5 |2™ + 3"

e n=4k sim=4p+2=> UQR")=6si UB™ =9 6+9=15.1nacest caz
avem U(2™) =4si U(3™") =1=UR™ +3") =5, adica 5 |2™ + 3™

Deci, in concluzie, 5 |2™ + 3™.

Problema 22.
Aratati ca numarul A = 2™ + 1 nu este divizibil cu 15 oricare ar fi € N .

Rezolvare



Plecim de la observatia ca 2* = 16 si analizim pe rand cazurile obtinute luandu-l pe n =

4k+rcu=0,3,keN k>0

Daciavemn =4k > A=2*%+1=16F+1=(15+Df+1=M;:+1=>

15t 4

e Daciavemn=4k+1=>A=2%14+1=2-16+1=2-(15+DF+1=
Mis+3=>154+4

e Daciavemn =4k +2=>A=2%%"241=4-16FK+1=4-(15+1D*+1 =
Mis+5=15+ A4

e Daciavemn=4k+3=>A4A=2%*341=8-16F+1=8-(15+1)F+1=

Mis+9=154+4

Tn cazul in care k = 0, deci n € {0,1,2,3}, este evident ca 2™ + 1 nu este divizibil cu 15.

Problema 23.

Aflati un numar de 5 cifre divizibil cu 3 si 11, care are 63 de divizori naturali.

Rezolvare

Stim ca daca descompunerea in factori primi a unui numar natural este n=p -
p,92 - p3 93+ oo - p,, 9m atunci numarul de divizori ai luineste (qg; +1)-(q, +1)- (g3 + 1) -
++ (qm + 1). Deci, daca notam cu n numarul cautat putem spune ca toti exponentii care apar in

descompunerea n factori sunt pari = n se divide cel putin cu 32 - 112 = 1089

Cum 7| 63 si 7 este numar prim = Tn descompunerea in factori a lui n un factor are
exponentul 6. Dar impartind pe cel mai mare numar de 5 cifre (99999) la 1089 ne da un cat de

2 cifre, deci factorul din descompunerea lui n care are exponentul 6 nu poate fi decat 2.

In concluzie, numarul ciutat este n = 2° - 32 - 112 = 69696.



Problema 24.

Daci a, b € N* aritati cd numirul a? + b? este diferenta a doud patrate perfecte daca si numai

dacd numarul a - b este par.
Rezolvare
Demonstam mai intai implicatia directa “="
Stim cd a? + b? = m? — n? (adica diferenta a doud pitrate) si demonstrim cd a - b este par.

Presupun prin reducere la absurd ca numarul a - b este impar = a si b sunt impare= a =

2k+1 b=2p+1,deci a?+b?>=QRk+1)?*+Q2p+1)2 =M, +1+M,+1 =M, + 2

Pe de altd parte avem a® + b> =m? —n? = (m—n) - (m+n) sicumasib impare
avem a? + b? par = (m —n) : (m + n) numir par = (m —n) si (m + n) numere pare si in
acestcaz (m —n) - (m+n) = a? + b? va fi multiplu de 4, ceea ce este in contradictie cu

faptul cd a® + b? este M, + 2. Deci, presupunerea facuti este falsi, atunci a - b este par.
Demonstram implicatia indirectd “<”
Stim ca a - b este par si demonstrdm cd a? + b? este o diferentd de pitrate.

Daca a - b este par avem doua situatii:

a = 2k, kEN:>
b=2p, peN

a? + b? = 4k? + 4p? = M, , deci putem scrie a® + b%? = 4t = (t + 1)? — (t — 1)?,

e a sibaméandoua pare = {

adica diferentd de doua patrate.

e a sib sunt unul parsi cellalt i =>{“=2k' KEN
S Sunt unul par $1 cclalalt impar b=2p+1, pEN
a’+ b2 =4k*+ 2p+ 1) = 4k*> + 4p*> + 4p + 1 = M, + 1, deci

putem scrie a® + b% = 2s + 1 = (s + 1)? — s?, adica diferenta de doua patrate.



Problema 25.

Daca un numar natural de 6 cifre se divide cu 37, atunci aratati cd si numarul obtinut din acesta,

prin mutarea primei cifre din stanga la sfarsit, se divide cu 37.

Rezolvare.

Fie x = abcdef numarul de 6 cifre scris in baza 10, divizibil cu 37 = numarul obtinut

din x, prin mutarea primei cifre din stanga la sfarsit, va fi y = bcdefa

x =abcdef =a-10°+b-10*+¢c-103+d-102+10-e+ f=>10-x =
a-10°+b-10°+c-10*+d-103+10%-e+ 10" f si,cum

y =bcdefa=b-10>+c-10*+d-103+10%-e+10-f+a=>y=10-x—999999 - a

Dar 37 | x si 37| 999999 = 37|y

Problema 26.

Fie x,y,z,t € N astfel incat 7x + 5y — 2z — 2t = 0. Determinati ultima cifra a numarului

A=11x+9y) - (z+t—x)
Rezolvare

Din 7x +5y—2z—-2t=0 =2 7x+5y =2z+2tsi,cum2z+ 2t : 2= 7x+ 5y
2@

Relatia 7x + 5y — 2z —2t = 0oscriem 5x + 5y —2z—-2t+2x=0¢ 5x+5y =
2z+2t—-2xe 5(x+y)=2(z+t—x) si,cum5(x+y)i5=>2(z+t—x):5 =>(z+
t—x):5 2

Din(1)si(2)=> A= (11x+9y)-(z+t —x) : 10, atunci ultima cifrd a lui A va fi 0.



Problema 27.

Se considera multimea M = {7™ | n € N }. Sa se arate ca orice sumbultime cu 5 elemente a lui

M contine cel putin 2 numere a cadror diferentd este divizibild cu 25.
Rezolvare.

Pentru Inceput, tinand cont de criteriul de divizibilitate cu 25, care face referire la

ultimele 2 cifre ale numarului, vom determina ultimele 2 cifre ale numarului 7"

Avem 71 =7 72 = 49 73 = 343 7* = 2041
7° = 16807 7%=......49 7= 43 78 =......01
07, n=4k+1
Deci, putem spune ca ultimele 2 cifre ale lui 7™ sunt ig Z z il]‘i i g
41, n =4k

Acum, oricum am alege 5 elemente din M, cel putin doua dintre ele vor avea aceleasi ultime
doua cifre, deci diferenta lor va avea ca ultime doua cifre cifrele 00 si, conform criteriului de

divizibilitate cu 25, va fi divizibila cu 25.

Problema 28.

Determinati numerele de forma abc care se divid prin 7 si care au proprietatea ca a +

b + ¢ sedivide prin 7.
Rezolvare.
abc = 100a + 10b + ¢

Trebuie observat ci 98 : 7 , atunci putem scrie abc = 100a + 10b + ¢ =98a + 7b + ¢ +

2a + 3b si, tinand contcd a + b + ¢ ¢ 7, putem continua i scrie



abc =100a+10b+c=98a+7b+c+2a+3b=98a+7b+2(a+b+c)+b—csi,

cumabci7,98a:7, 2(a+b+c)i7 varezultacisib—ci7
Deci, b —c € {—7,0,7}.
. Dacab—c=0=>b=c=>
abc € {700,511,322,133,833, 644, 455,266,966,777,588,399}

. Daci b—c =7 = ¢ €{0,1,2} = abc € {770,581,392}
. Dacib—c=-7=>c—b=7=2b€{0,1,2} = abc €
{707,518,329}

Problema 29.

Se dau numerele a, b, c € N*, astfel incat avem relatiile a(b + ¢) = 2009; b(a + ¢) =
2010; c(a + b) = 2011. Aflati cati divizori are numarul (a - b - ¢)?.

Rezolvare.

a(b+c) =2009=ab+ac= 2009} o ) )
b(a + ¢) = 2010 = ba + bc = 2010 = (scazand relatiile) bc —ac = 1

c(a+ b) =2011 = ac + bc = 2011

bc—ac=1

Din relatiile } = (adunandu-le) 2bc = 2012 = bc = 1006.

ac + bc = 2011

Cum bc = 1006 = ac = 1005 si ab = 1004.
ab = 1004

Acum avem ac = 1005; = (inmultindu-le) ab - ac - bc = 1004 -1005- 1006 =
bc = 1006

(a*b-c)?=2%3-3-5-67-251-503, atunci numarul de divizori ai numarului (a-b - c)?

este3+1D)-1+1D)-1+1)-A+1)-A+1)-(1+1)=128



Problema 30.

Sa se determine un numar par, stiind cd numarul divizorilor sai este 15, iar suma

divizorilor sai este 5467.
Rezolvare.

Inainte de a rezolva problema prezentim doua rezultate ( unul destul de des folosit si

cunoscut de elevii de gimnaziu) cu privire la divizorii unui numar natural.
Dacin = p;*-py? - .- p,~, atunci avem :

1. Numarul divizorilor naturali ai lui neste (a; +1) - (ay; + 1) - .- (ai + 1)

a1+l az+1_ ap+1

.. . .. . 1 1 p 1
2. Suma divizorilor naturali ai lui n este 2 Dz Lk .
p1—1 p2—1 Pr—1

Fie n € N numarul cautat. Numarul fiind par sigur unul din factorii primi din
descompunere este 2.

Numarul divizorilor este 15 = 3 - 5, inseamna ca n are cel mult doi factori primi n
descompunere. Numarul n nu poate avea un singur factor ( adica nu poate fi o putere ) pentru
ca 21 # 5467, deci n va avea Tn descompunere exact 2 factori primi, dintre care unul este 2.

Decin = 2* - p? saun = 22 - p* i, tinAnd cont de formula sumei divizorilor unui numir
natural, vom avea 2 situatii:

25-1 p3-1

e n=2%-p? = sumadivizorilor este 71 p-1

= 5476 ecuatie care in urma

calculelor nu are solutii naturale.

3_
e n =22-p* = sumadivizorilor este % = 5476, cusolutiap = 5

Decin = 22 - 5% = 2500.

Profesor Boboc lon Alexandru

Scoala Gimnaziald [oan Alexandru Bratescu-Voinesti
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