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                                       CLASA a XI-a 

 

Subiectul 1. Fie 𝑛 ≥ 2 un număr natural. Arătați că pentru orice permutare 𝜎 ∈ 𝑆𝑛 , avem: 

√∑ 𝑘2𝜎(𝑘)

𝑛

𝑘=1

≤
𝑛(𝑛 + 1)

2
. 

 

Subiectul 2. Arătați că nu există funcții derivabile 𝑓: ℝ → ℝ cu proprietatea că 𝑓(0) = 0 și 

𝑓(𝑥) ≥ |𝑥|, oricare ar fi 𝑥 ∈ ℝ. 

Cristinel Mortici 

Subiectul 3. Un călugăr pleacă într-o dimineata la ora 8 de la o mânăstire de la poalele unui 

munte și ajunge la o mânăstire situată în vârful muntelui la ora 12. A doua zi, se întoarce pe 

același traseu, pornind  la ora 8 dimineața de la mânăstirea din vârful muntelui și ajunge la 

mânăstirea de la poalele muntelui la ora 12. 

Demonstrați că există un loc pe traseu prin care călugărul trece la aceeași ora în ambele zile 

(între 8 si 12). 

Notă: Timp de lucru 120 minute. Se acordă câte 10 puncte pentru fiecare subiect rezolvat corect, 1 punct 

fiind din oficiu.  
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Barem orientativ - clasa a XI-a 

SUBIECTUL 1. 

Notăm S(𝜎) = ∑ 𝑘2𝜎(𝑘)𝑛
𝑘=1 . Fie 𝜋 o permutare care realizează maximul sumei. Atunci 

S(𝜎) ≤ 𝑆(𝜋) pentru orice permutare 𝜎.  .................................................................... 2p 

Fie 𝜎=𝜋 (𝑖, 𝑗), 𝑖 < 𝑗. Atunci 𝑖2𝜋(𝑗) + 𝑗2𝜋(𝑖) ≤ 𝑖2𝜋(𝑖) + 𝑗2𝜋(𝑗) .................................3p 

Permutarea 𝜋 nu are inversiuni deci 𝜋 = 𝑒 .................................................................2p 

Finalizare .......................................................................................................................2p 

Oficiu .............................................................................................................................1p 

𝐒𝐔𝐁𝐈𝐄𝐂𝐓𝐔𝐋 𝟐. 

Presupunem că f este derivabilă în origine și atunci derivatele laterale există, sunt finite și 

egale................................................................................................................................1p 

Dacă x<0, 
𝑓(𝑥)

𝑥
≤ −1 ș𝑖 𝑓′(0) ≤ −1 ................................................................................3p 

Dacă x>0, 
𝑓(𝑥)

𝑥
≥ 1 ș𝑖 𝑓′(0) ≥ 1  .....................................................................................3p 

Contradicție și finalizare ..................................................................................................2p 

Oficiu ...............................................................................................................................1p 

SUBIECTUL 3. Fiecărui punct al traseului îi asociem un număr real egal cu distanța de la 

mânăstirea aflată la poalele muntelui la acel punct .........................................................2p 

Considerăm funcțiile 𝑓: [8,12] → 𝑅 ș𝑖 𝑔: [8,12] → 𝑅, f(t)= numărul real asociat punctului în care 

se află călugărul la momentul t în prima zi și g(t)= numărul real asociat punctului în care se află 

călugărul la momentul t în a doua zi. ......................................................................2p 

Funcțiile f și g sunt continue ...............................................................................................1p 

Funcția h=f-g  are proprietatea lui Darboux și se anulează într-un punct 𝑡0 ∈ (8,12) .......2p 

Finalizare ..............................................................................................................................2p 

Oficiu ....................................................................................................................................1p 


