
Ministerul educației Societatea de Științe Matematice
din România

Olimpiada Națională

GAZETA
MATEMATICĂ

1902-2022
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CLASA a XI-a

Problema 1. Se consideră funcţiile f, g : R→ R cu proprietatea că

inf
x>a

f(x) = g(a) şi sup
x<a

g(x) = f(a),

oricare ar fi a ∈ R. Ştiind că f are proprietatea lui Darboux, arătaţi că funcţiile f şi g
sunt continue şi egale.
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Problema 2. Se consideră matricele A,B ∈ M3(R) astfel ca A2 + B2 = O3. Arătaţi
că det(aA + bB) = 0, pentru oricare numere reale a şi b.

Problema 3. Fie şirul (xn)n≥1 definit ı̂n mod recurent prin x1 = 1 şi

xn+1 =
x1

n + 1
+

x2

n + 2
+ . . . +

xn

2n
,

pentru orice n ∈ N∗. Considerăm şirul (yn)n≥1, cu yn =
x2
1 + x2

2 + . . . + x2
n

n
, n ∈ N∗.

Arătaţi că:

a) x2
n+1 <

yn
2

şi yn+1 <
2n + 1

2n + 2
yn, pentru orice n ∈ N∗;

b) lim
n→∞

xn = 0.

Problema 4. Fie A ∈ Mn(C), unde n ≥ 2. Notăm cu m numărul de elemente ale

mulţimii
{

rang(Ak)− rang(Ak+1)| k ∈ N∗
}

. Arătaţi că n ≥ m(m + 1)

2
− 1.

Timp de lucru 3 ore. Se adaugă 30 minute pentru ı̂ntrebări.
Fiecare problemă este notată cu 7 puncte.


