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Problema 1. Fie a,b,c € (0,00). Aratati ca:
2a 4a
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Solutie. a) Ridicand la patrat inegalitatea si facand calculele, obtinem inegalitatea
echivalentd 2a - (b+ ¢ — 2a)” > 0, de unde rezulti concluzia. ........................ 3p
b) Folosind punctul a), obtinem:

b | 2a +c [ 2b +a 2c S 4b N Ac . Aa )
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Folosind inegalitatea lui Bergstrom, obtinem:

o (2b)? (2¢)? (20" (2a + 2b + 2¢)° 0
©2ab+b2+be  2bc+c24ca  2ac+a+ab T a2+ b2+ 2+ 3ab+ 3bc + 3ca’ T P
2a + 2b + 2¢)?
Este suficient sa aratam ca (2a + 26+ 2¢) > 3, ceea ce este echivalent
a? + b2+ 2 + 3ab + 3bc + 3ca
cu a?® + b + 2 > ab + be + ca, inegalitate adevarata, de unde rezultd concluzia. ... .. 1p

v "n+ 2]

sunt naturale. ( Notatia [a] reprezintd partea intreagd a numdrului real a.)

Problema 2. Determinati numerele naturale nenule n pentru care numerele

n+2
s1
"~ [Vl

Solutie. Notam [\/n + 2] = k € N*. Din inegalitatea partii intregi, rezulta:

2 1
k2<n—|—2<(k:+1)2,decik—E<%<k+2—E. ................................ 1p
Pentru k > 2, obtinem % E{k b+ 1. 2p

2 2
Dacé%:k, atunci n = k* si ?jﬁ]:kjLEgéN. ............................. 1p
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Dacé%:k—{—l)atjunCl n:k;2—|—k‘ $1 ?\;—ﬁ]:k—f—l—l—E%N ................. lp
Pentru £ = 1 obtinem n = 1, iar pentru k = 2 rezulta 2 < n < 7, iar conditiile din
enunt sunt indeplinite daca n € {1,2,4,6}. ... .. 2p

Observatie. Aceste 2p se acorda si in cazul in care se obtin toate solutiile prin
verificare directa.



Problema 3. Fie ABCDA'B'C'D’ un paralelipiped dreptunghic si punctele M, N pe
CM DN

muchiile sale BC', respectiv DD’ astfel incat VL - ND. k. Notam cu P intersectia
dreptelor DM si AC, si cu Q intersectia dreptelor CN si DC".

a) Aratati ca dreapta PQ este paraleld cu planul (ABC").

b) Daca 4 (PQ,(ABC)) = 30°, determinati valoarea lui k pentru care paralelipipedul

ABCDA'B'C'D' este cub.
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Solutie. a) Fie {X} =DM N AB. Atunci C'X = (ABC")N(DMC"). ............ 1p
cD CM
Cum DC || AX, triunghiurile DCM si X BM sunt asemenea, deci BX ~BM - k. (x)

D DN k
DN || CC’, deci triunghiurile DQN si C'QC' sunt asemenea, iar QC?” =00 "ol

DP_CDw k
PX  AX k+1 ‘P

DC' || AX, deci triunghiurile DPC' si X PA sunt asemenea, iar

DP
Rezulta Qc = ¥ si din reciproca teoremei lui Thales deducem ca PQ || C'X.
Deoarece P ¢ (ABC"), iar C"X C (ABC"), obtinem ca PQ || (ABC")................ 1p
b) Cautam k > 0 astfel incat ABCDA'B'C'D’ sa fie un cub de latura a.
Avem 4 (PQ, (ABC)) = < (C'X,(ABC)) = 4C'XC. ... 1p

In triunghiul CC’X (cu «C = 90°) avem C'X = 2CC" = 2a, iar CX = a+/3.

Din (%) rezulta ca BX = %. Cu teorema lui Piagora in triunghiul BC'X, deducem
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Problema 4. Un cub C de laturd n > 2, n € N, este impdrtit in n® cuburi de laturd
1, cu interioarele disjuncte doua cate doua.

Spunem ca doua dintre cuburile de latura 1 sunt olimpice, daca orice plan paralel cu
oricare dintre fetele cubului C intersecteaza cel mult unul dintre interioarele acestor cuburi.
Alegem cuburile Cy1,Cs,...,C, olimpice doua cate doud, si notam cu Oq,04, ..., 0, cen-
trele lor. Determinati valoarea minima a sumei O105+ 0203+ ...4+0,,_10,, si stabiliti
care sunt configuratiile formate dinn cuburi de latura 1 pentru care se atinge acest minim.

Solutie. Cerinta ca doua cuburi sa fie olimpice revine la a spune ca ele au cel mult un
varf comun, iar dreapta determinata de centrele lor nu este paralela cu nicio fata a cubului
C, deci pentru orice k € {1,2,...,n — 1} putem forma un paralelipiped dreptunghic Py
cu muchiile paralele cu cele ale cubului C, pentru care Oy, si Oy sunt varfuri opuse 2p

Cum paralelipipedul P, are toate laturile de dimensiuni numere naturale nenule,

rezultd & OpO0k1 = V3, deci 0105 + 0205+ ... + 0,,_10,, > (n—1) V3o 1p
Valoarea (n — 1) V/3 este atinsd atunci cand punctele Oy, Os, ..., O, sunt coliniare si se
afla, in aceasta ordine, pe o diagonala a cubului C.
Asadar min {0105 + 0203+ ...+ 0,10, } = (n — 1) VB 1p
Aratam ca singurele configuratii in care se atinge minimul sunt cele de mai inainte.
Pentru a atinge acest minim, trebuie ca 0105 = 0,03 = ... = 0,,_10,, = V/3. Deoarece
. . o . . NP 3 o
distanta de la centrul unui cub olimpic la oricare dintre varfurile sale este de 5 rezulta
ca pentru orice k € {1,2,...,n — 1}, cuburile olimpice cu centrele in Oy, si Ok, au exact
UN VArf COMUNL. .. 1p

Fie Co = ABCDA'B'C'D’. Acest cub are un varf comun cu fiecare dintre cuburile
C1, respectiv C3. Fara a restrange generalitatea, putem considera ca C; si C; au in comun
varful A. Cuburile C; si C3 au un varf comun, care nu poate fi pe niciuna dintre fetele lui
C, care 1l contin pe A, deoarece atunci ar exista plane paralele cu una dintre fetele lui C
care ar intersecta doua dintre cuburile C; 51 Cs. ... .. .. 1p

Asadar varful comun al cuburilor Cs si C3 este C’, iar punctele Oy, A, Oz, C’, O3 sunt co-
liniare, O fiind mijlocul segmentului O,03. Se arata la fel ca O3 este mijlocul segmentului
0103, ..., O, _1 este mijlocul segmentului O,,_50,,. In concluzie, centrele tuturor cuburilor
olimpice alese sunt coliniare. Suma diagonalelor acestor cuburi este de nv/3, adicii este
egala cu lungimea diagonalei cubului C, deci toate cuburile olimpice au centrele pe aceeasi
diagonala a cubului C. ... ... 1p

Observatie. Pentru descrierea corecta a unei configuratii minimale se acorda 2
puncte.



